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Задания заключительного этапа  

Критерии проверки заданий: 

Задача считается полностью решённой (и за неё начисляется максимальное количество 
баллов), только если в тексте решения приведены все необходимые преобразования и 
полностью объяснены все имеющиеся логические шаги. Наличие верного ответа без 
пояснений оценивается в 0 баллов. Некоторые частичные продвижения оцениваются 
согласно пояснениям в конце решения соответствующего задания. В остальных 
случаях оценка ставится по усмотрению проверяющего. 

1. [10 баллов] Решите неравенство 
2 223 3 10x x−+ ≥ . 

Решение. Введём замену 
2

3xa = , неравенство примет вид: 

9 10a
a

+ ≥ . 

ОДЗ: a ≥ 1. 

Преобразуем неравенство 

2 9 10a a+ ≥ . 

2 10 9 0.a a− + ≥  
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Ответ: ( { } ), 2 0 2, . −∞ − ∪ ∪ + ∞   

Критерии оценивания: 

Не учтено ОДЗ для переменной a – не более 5 баллов. 

 

2. [10 баллов] Решите неравенство 

( ) ( )2ln 5 4 ln 4 5 1x x− > − + . 

Решение. ОДЗ неравенства: 4 5 1x− ≥ , – тогда 

( )2ln 5 4 ln 4 5 1.x x− > − +  

( ) ( )2ln 4 5 ln 4 5 1.x x− > − +  

Введём замену ( )ln 4 5a x= − , неравенства примет вид: 

22 1.a a> +  

22 1 0.a a− − >  

( )1, 1, .
2

a  ∈ −∞ − ∪ + ∞ 
 

 

С учётом 0,a ≥  получаем: 1.a >  Тогда 



( )ln 4 5 1x− > . 

( )ln 4 5 1x− > . 

4 5x e− > . 

4
5

ex −< . 

Множество решений лежит в ОДЗ неравенства. 

Ответ: 4,
5

e− −∞ 
 

. 

Критерии оценивания: 

Неправильно раскрыт модуль (не учтено ОДЗ) – 0 баллов. 

Введена замена ( )ln 4 5a x= − , получен корректный вид выражения для данной 
замены – 1 балл. 

 

3. [10 баллов] Решите неравенство 

2 2
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Решение. Так как 2 21 7 2 0
2 2

x x x x− + − − ≥ , умножим левую и правую часть 

неравенства на выражение 2 21 7 2
2 2

x x x x− + − − .  

Для ОДЗ 2 1 0
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x x− ≥  и 2 7 2 0
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С учётом ОДЗ: 
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Вычислим корни квадратного трёхчлена 2 6 3x x+ + : 3 6.x = − ±  Тогда 

( )( )2 6 3 3 6 3 6x x x x+ + = + + + − .  

Заметим, что 23 6 3 5.76 0.6
3

− + > − + = − > − . Тогда методом интервалов решим 

каждое неравенство в системе: 
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Заметим, что 3 6 3 6.25 0.5− + < − + = − . Тогда общее решение 

[ )2 13 6, 3 6, 4, .
3 2

x    ∈ − − − ∪ − + − ∪ + ∞     
 

Ответ: [ )2 13 6, 3 6, 4, .
3 2

   − − − ∪ − + − ∪ + ∞     
 



Критерии оценивания: 

Использовалась формула разности квадратов для того, чтобы избавиться от 
иррациональности числителя – 2 балла. 

Не учтено ОДЗ – не более 3 баллов. 

Допущены ошибки в сравнениях числа 3 6− +  с 2
3

−  и/или 1
2

−  – минус 2 балла за 

каждую ошибку. 

Неправильно найдено пересечение ОДЗ и преобразованного неравенства – не более 8 
баллов. 

 

4. [10 баллов] При каких значениях параметра a уравнение + 8 + 8 =  

имеет решения? 

Решение. Рассмотрим функцию ( ) = + 8 + 8, ∈ ℝ . Её производная ( ) = = 4 + 8 обращается в ноль в точке = −√2, которая является точкой минимума 
функции ( ). Значит, −√2 = (−√2) + 8 ∗ −√2 + 8 = 8 − 6√2 – минимальное 
значение выражения, стоящего в левой части исходного равенства. При любом ≥ 8 − 6√2 исходное уравнение имеет решение, т. к. ( ) – непрерывная функция и lim → ( ) = +∞. 

Ответ: ≥ 8 − 6√2. 

 

5. [15 баллов] Непрямоугольный треугольник  вписан в окружность с центром . 
Точка  расположена на стороне  так, что прямые  и  перпендикулярны. 

а) Докажите, что точки , ,  и  лежат на одной окружности. 

б) Найдите радиус окружности, проходящей через точки , ,  и , если ещё 
известно, что = √3, = 1 и радиус окружности, описанной около треугольника , равен 1. 

Решение. а) Пусть  – точка пересечения прямых  и .  – высота в 
равнобедренном треугольнике , а значит  – середина отрезка .  – высота и 
медиана в треугольнике , а значит он равнобедренный и ∠ = ∠ . Но тогда 
внешний угол  будет равен ∠ + ∠ = 2∠ = 2∠ .  Центральный 
угол , опирающийся на ту же дугу, что и вписанный угол  тоже равен 2∠ . 
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Критерии оценивания выполнения задания 6. 

Решение только одного случая б) со ссылкой на нерешенный пункт а) – 3 балла; 

Решение пункта а) - 5 баллов; 

Решение двух случаев пункта б) со ссылкой на нерешенный пункт а) – 5 баллов; 

Строгое решение одного случая из б) – 5 баллов; 

Верное решение пункта б) без ссылки на а) – 10 баллов; 

Решение случая а) и рассмотрение только одного случая б) – 10 баллов; 

Решение пунктов а) и б) – 15 баллов. 

Баллы, набранные за а) и б), складываются. 

 

7. [15 баллов] Определите количество различных значений ∈ 5 ; 19 , для каждого 
из которых уравнение = ( ) - 1 

имеет хотя бы одно решение. 

Решение. Левая часть уравнения неотрицательна, правая неположительна, поэтому 
уравнение равносильно системе = 0,( ) = 1,             то есть      = 4 + , ,( ) = 2 , .  

 

Откуда = 2 + 4 + 5 .  С учетом условия ∈ 5 ; 19  должно выполняться 
двойное неравенство 3 ≤ 5 + 4 ≤ 17 . В последнем промежутке 15 целых чисел. 
Остается заметить, что любое целое число  можно представить в виде 5 + 4 , 
например, = 5 + 4(− ). 

Ответ: 15. 

 

8. [15 баллов] Укажите количество решений уравнения + + ⋯ + = 10  в 
натуральных числах. 

Решение. Возможны следующие случаи: 



1) Среди значений неизвестных есть число 4, которое может принимать любая 
переменная из семи, остальные шесть равны 1. Всего 7 решений. 

2) Среди значений неизвестных есть числа 2 и 3, остальные пять равны 1. Из 
семи неизвестных выбрать две такие, что одна равна двум, другая трём, 
можно 7 ∗ 6 = 42 способами. Значения остальных неизвестных определяются 
однозначно. 

3) Среди неизвестных три принимают значение 2, остальные четыре – значение 
1. Из семи неизвестных выбрать три, равные 2, можно = ∗ ∗! = 35 
способами. Значения остальных неизвестных определяются однозначно. 

Следовательно, количество возможных решений этого уравнения равно 7 ++42 + 35 = 84. 
Критерии оценивания: 

Правильно найдено кол-во решений случая 1) – 3 балла.  

Правильно найдено кол-во решений случая 2) – 5 баллов. 

Правильно найдено кол-во решений случая 3) – 7 баллов. 


